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從代數到變換看一條幾何作圖題的解 

 

譚志良 

香港大學敎育學院 

 

圖一 

已知三條平行線 𝐿1 、𝐿2 、𝐿3 ，並 𝐿1 上的一點 𝐴。 

求在 𝐿2 和 𝐿3 上作點 𝐵 和 𝐶 使 𝐴𝐵𝐶 為等邊三角形。 

這條題目最初是在蕭文強教授所寫的一本小書上看，覺得有趣，於是

想想應如何做。我的第一個嘗試是從代數的角度思考。 

解： 

設 𝐿1 與 𝐿2 的距離為 𝑎 ，𝐿2 與 𝐿3 的距離為 𝑏。 

如果 𝑎 = 𝑏 ，則所求的等邊三角形的邊長為 𝑎 + 𝑏。作圖當然沒有問題。 
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如果 𝑎 > 𝑏 ， 

 

圖二 

設 𝐵、 𝐶 為所要作的點，𝑀 為 𝐴𝐶 的中點， 𝑃𝐶 、𝑆𝐵𝑇 垂直 𝐿1。 

不難証明 𝛥𝐵𝑄𝑀 ∼ 𝛥𝐴𝑃𝐶。 

因此， 
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既然𝐴𝑃 的長度可以作到，所求的等邊三角形的邊長亦可以得到。 
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圖三 

首先，作通過 𝐴 點垂直 𝐿1 、 𝐿2 、 𝐿3 的直線並分別交 𝐿2 和 𝐿3 於 𝐻 

和 𝐾。 

以 𝐻 為圓心，𝐻𝐾 為半徑作圓交 𝐴𝐻 於 𝑁，則 𝐴𝑁 = 𝑎 − 𝑏 。 

以 𝐴𝑁 為半徑，分別以 𝐴 和 𝑁 為圓心作圓交於𝑃，再以 𝐴𝑁 為半徑， 以 

𝑃 為圓心作圓交於𝑂。 

作直線 𝑁𝑂 和 𝐿1 交於 𝑄。 

∠𝐴𝑁𝑄 = 30°  

𝐴𝑄 = 𝐴𝑁(tan 30°) =
𝑎−𝑏

√3
  

所以 𝑄𝐾 等於所需等邊三角形的邊長。 
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用幾何變換的角度思考問題 

上述方法用的是結連有關長度的代數關係，雖然也能完成作圖，但是

沒有簡單的方法推廣至其他的條件（例如三條線不平行，三個圓等）。 

重新回看圖一，假如我們視 𝐶 點為 𝐵 點以 𝐴 點為中心逆時針方向

旋轉 60° 的影像呢？ 

雖然我們不知道 𝐵 點的位置，但 𝐵 點必然在 𝐿2 上而 𝐵 點以 𝐴 點

為中心經逆時針方向旋轉 60° 的變換後必然在 𝐿3 上。既然如此，我們大

可直接將 𝐿2 以 𝐴 點為中心逆時針方向旋轉 60°，𝐿2 旋轉後的影像和 𝐿3 

的交點就是所需的 𝐶 點了。𝐶 點既找出，𝐵 點當然可找到。 

作圖方法： 

 

圖四 
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1. 以 𝐴 點為圓心作弧 𝐶1 和 𝐿2 相交於 𝐸 和 𝐹。 

2. 以 𝐸 點為圓心，作通過 𝐴 點的圓和 𝐶1 交於 𝐸’ ，以 𝐹 點為圓心，

作通過𝐴點的圓和 𝐶1 交於 𝐹’。 

3. 連接 𝐸’ 𝐹’ 得 𝐿2 的旋轉影像 𝑚 。 

4. 作 𝐿3 和 𝑚 的交點 𝐶。 

5. 以 𝐶 點為圓心，作通過 𝐴 點的圓和 𝐿2 交於 𝐵 。 

以上以旋轉變換為考量的方法，並沒有太多限制，三條線並𣎴需要平

行，三個圓也可以，圓線混合也沒有問題。作圖相對簡單，當中的幾何關

係也相當容易理解。老師亦可以用來向學生說明幾何變換之美。 

作者電郵：tamchileung@gmail.com 

  


