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以數學化觀點考慮是非「曲直」 
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緒論 

直線和曲線，是一年級的課程內容（課程發展議會，2000），學習重點

包括「認識直線和曲線（頁 22）」、「直觀地辨認直線和曲線（頁 22）」和「用

不同方法製作直線和曲線（頁 22）」。依常理看，應該是簡單易明的吧。然

而，當大家看過全港性系統評估的考題，或許也會跟筆者等一樣，感到與

丈八金剛碰面，全然摸不著頭腦。其中最令人疑惑的，莫過於從來不問一

條線是直還是曲！不是說基本能力嗎？「辨別直線、曲線」明列於基本能

力重點 KS1-S3-1 之中（香港考試及評核局，2015）。即使沒有，學直線和

曲線，最基本，也最應該懂的，不是分辨直線和曲線嗎？考題不問一條線

是直線抑或曲線，卻問圖形是否只用直線組成（圖 1：TSA2013-3MC3-36）、

只用曲線組成（圖 2：TSA2013-3MC1-33）、或用直線和曲線組成（圖 1：

TSA2013-3MC3-36、圖 2：TSA2013-3MC1-33），令人對所學內容更不理解。 
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圖 1 

 

圖 2 
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在未進入學理探討之前，不妨先看中文如何應用

「曲」和「直」。詞語「是非曲直」，在《太平御覽》和

《太平廣記》中各出現了一次，《朱子語類》中出現了

四 次 （ 依 中 國 哲 學 書 電 子 化 計 劃 的 搜 尋 結 果

http://ctext.org/song-ming/zh?searchu=是非曲直），在元

曲《硃砂擔》中也有出現（圖 3：摘自《續修四庫全書》

1760 冊第 676 頁），用法都顯示非「是」即「非」、非

「曲」即「直」，絕無中間地帶，更不會模稜兩可！由

此可見，在中國文化之內，「直」和「曲」互相對立，

不能並存，也不會出現兩者皆不是的情況，跟「是」和

「非」的用法一樣，都是按二元邏輯把事物劃分。 

儘管在非「曲」即「直」的二元劃分之下，兩者看

似對等，在數學領域之內，曲和直的理解卻絕非如此。

下文先探討一條線、直線和曲線在數學化觀點下可以如

何理解，從而介紹一套可用於香港初小課程的定義，最

後討論常見的習題和考題，應如何相應地修訂。 

 

 

 圖 3 

以數學化觀點考慮直線和曲線 

考題問圖形是否只用直線組成、只用曲線組成或用直線和曲線組成，

學生就得自行把圖形劃分成若干份，然後檢視當中哪些是直線，哪些是曲

線，要這樣做必先知道何謂「一條線」？如果學生由生活經驗出發，最自

然的理解就是能連在一起的就叫一條。換言之，能一筆畫出來的，就應算

作一條線了。前面提及的考題，顯然與此想法相悖。不論圖 1 或圖 2，當

中全部圖形均可一筆畫出，也就是一條線，按非「直」即「曲」的文化傳

統，除了說是一條曲線，別無選擇。如果不按「一筆畫」理解「一條線」，

又沒講授把圖形劃分的原則，任人自由發揮，爭議將無法避免。例如圖 1

的 C 除了擬題者心中的「只用直線組成」，也可依圖 4.1 和圖 4.2 得出兩種

不同的結論。圖 4.1 把 C 分為兩部分，其一為直線，另一不能視為直線，
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按非「直」即「曲」的文化傳統，就只可列為曲線了；圖 4.2 把 C 分為兩

部分，兩者均不能視為直線，按非「直」即「曲」的文化傳統，就只可列

為曲線了。有人或許會說 C 分明是由 8 條直線組成，不應硬把不同直線連

起作一部分。問題在於，課程指引沒有列出劃分的原則作為學習重點，教

師大可不教，也大多沒教，按理學生該大多沒有學。 

        

 圖 4.1 圖 4.2 

不要以為三言兩語可以把劃分的原則說得清楚明白，當中涉及如何定

義圖形不可分割的組成部分，恐怕有心也不容易辦到。不錯，在數學這門

學問之中，我們找到質數作為整數連乘式的不可分割的基本組成部分，使

任何大於 1 的整數都可以唯一地寫成質數的連乘式。同樣的工作要在圖形

之上完成，卻可以難上千百倍。如果把直線看作最基本，而且是不可分割

的組成部分，上述 C 的爭議當可免除。然而，圖 1 的 B 仍然令人費神。若

按圖 5.1 劃分，說「B 是用直線和曲線組成」並不過份，卻與由圖 5.2 揭示

的「B 是只用曲線組成」的結論大相逕庭！我們面對的困難是：曲的部分

不好處理，說不準甚麼是它的不可分割的組成部分。 

        

 圖 5.1 圖 5.2 

出現不問是「曲」是「直」，卻問由「曲」或「直」組成，很可能源於
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兩項執著：其一是對直線的執著；其二是對「圓滑」的執著。前者令人望

著圖 6，立即注視兩段連在一起的直線，很想告訴別人，圖形由兩條直線

組成。這樣說，遠較說圖 6 是一條曲線來得豐富。後者令人傾向把圖 7.1

看作由兩條曲線組成，因為在 P 點上，左右兩邊雖然連起，但並不圓滑。

相反地，圖 7.2 左右兩邊圓滑地在 P 點上連起，令人較易接受圖 7.2 是一條

曲線。 

 

圖 6 

    

 圖 7.1 圖 7.2 

在著手處理上述困難之前，且讓我們跳進數學中看看。首先，直線遠

較非直線容易掌握。在中學階段，藉著直線通過的一點及直線的方向（以

斜率或向量定義），就可以完全掌握一條直線。相反地，一條線若非直線，

它的變化可以很難捉摸。數學家可以徹底認識直線，卻無法完全掌握曲線。

例如，當數學家發現可填滿正方形內部的曲線（見 Apostol, 1974）時，人

們認為線應該是條狀而非塊狀的想法便徹底幻滅。因此，數學家慣於由已

知測未知，藉容易的東西去了解艱難的東西，故以直線了解曲線是必由之

徑。在微積分的討論中，就慣用切線去了解曲線。例如，垂直的概念可由

直線推廣至圓滑（可微分）曲線：當兩（可微分）曲線在交點上的切線互

相垂直，就稱此兩曲線在交點上互相垂直（見 Apostol, 1967）。在高等數學

之內，數學家為圓滑曲線上的每一點定義非負的曲率，曲率愈大，表示曲

線愈彎，而直線就是一種非常特殊的曲線，它每一點的曲率都是 0（見 Hass, 

Weir, & Thomas, 2016）。凡此種種，皆顯示在數學這門學問之內，直線和曲

線的地位絕不對等。可以說直線是簡單易明的概念，而曲線卻相對艱深。
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學習數學，應以直線為基礎，在非直線的情況，也應注意其中有否直線的

部分。 

以數學化觀點組織教學，就是要凸顯數學知識產生和演進的過程。其

中骨架方案（即主脈絡）特別關注：「（一）主體內容是否遵循由無到有，

由粗疏變精密的推演過程？（二）教學發展有否充分照顧學生運用其已建

構的知識和技巧，透過具體的科學辯證手法，再創造新數學知識的學習規

格？（三）教學軌道是否充分體現數學思想的發展，和具一般性的數學方

法？（馮，2004，頁 82）」 

要滿足（一），必須先處理看得見的一段直線，因為它最簡單、最特殊，

而運用它來描繪現實世界也最粗疏，畢竟看似直的東西，經放大之後也可

能是曲的。要滿足（二），就得引入具體的檢測法，令學生有法可依。不單

要有直線的檢測法，也得有一條線的檢測法。要滿足（三），就應貫徹以直

線為基礎，以直線測曲線的思維方式。 

重塑直線和曲線的教學 

骨架方案可先以一筆畫引入「一條線」，請學生在白紙上隨便畫一條

線，然後又畫另一條線。透過詢問「為甚麼說畫了兩條線」，當可說明以一

筆畫定義一條線的合理性。接著檢視不同的線，當中有直有曲，請學生分

類或指出最特別的一類，應可把注意力集中在直線之上。教師隨即介紹拔

河比賽，未開始時繩子是軟放的，看見是彎彎曲曲的，稱為「曲線」；當拔

河開始，雙方健兒就會把繩子拉緊，看見是直的，稱為「直線」。由此，就

可得出直線的檢測法：能與拉緊的繩子完全重疊的稱為直線。沿用非直則

曲的想法，不能與拉緊的繩子完全重疊的就稱為曲線。有了這樣的理解，

學生當可自行檢測一條線是直是曲，亦可驗出日常可以用來繪畫直線的物

件（直尺、書簿的邊等等），製作直線和曲線也不會遇上困難了。 

值得補充的是，一年級學生對圖形的理解應該簡單直接，不能包括看

不到的部分，也不可能以從屬關係看待外貌不同的東西。因此，直線的意

義暫時只等同一段直線，與中學階段的包含看不見的兩端延長部分不同。

圖 8 應看作有兩條直線，只是它們卻是一條更長的直線的一部分。沿用這

種理解，衍生兩條直線互相平行的意思就是「無論直線兩端怎樣延長，兩

線也不會相交」。至於數學家把直線看作曲線的特類的舉措，為外貌不同的
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直線和曲線建立從屬關係，與學生幾何思維發展相悖（詳見 Fuys, Geddes, & 

Tischler, 1988），不宜採用。 

 

圖 8 

習題、考題和評改的革新 

根據上述的骨架方案，直線和曲線的習題大概可分為以下題型，而各

題目示例僅屬舉隅： 

題型一：觀察一圖形，找出它有多少條線 

 

圖 9 

面對這類題目時，學生是以一筆畫來定義一條線，得出 H 是 1 條線；I

有 3 條線；J 和 K 都有 4 條線。值得一提的是，擬題時，筆者等建議不應

出現類似圖 10 的圖形讓學生判別，原因是依不同的起始點，會得出兩種不

同的結果，如依圖 10.1 的圓點為起始點就有 1 條線，依圖 10.2 的則有 2 條

線。 

 

 圖 10 圖 10.1 圖 10.2 

 H I J K
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題型二：觀察（一筆畫的）一條線，辨別它是直線還是曲線 

 

圖 11 

要解答這類題目，學生要利用拉緊的繩子（或其他通過直線檢測法的

物件，如直尺、書簿的邊等）來檢測一條線是直是曲。上述只有 V 能與拉

緊的繩子完全重疊，故它是一條直線，而其他卻不是。 

題型三：觀察一圖形，把它的（極大）直線部分填上顏色 

在數學上，線是由「點」組成，相連起來時，它可以是直或曲的。直

線是指「點」向著一個方向及其相反方向移動所形成的軌跡。曲線只是連

在一起的一些點，無特別規限。因此，圖形中的直線部分，更準確的說法

是圖形中的「極大直線部分」，它滿足三個條件：首先，它是圖形的一部分；

其次，這部分連成一條直線；最後，不論再加入任何其他圖形上的點，都

會令這些點不再連成一條直線。 

按相同的想法定義圖形的「極大曲線部分」，它便得滿足三個條件：首

先，它是圖形的一部分；其次，這部分連成一條曲線；最後，不論再加入

任何其他圖形上的點，都會令這些點不再連成一條曲線。如果圖形本身就

是一條曲線，不論選了哪個相連的部分，只要不是整個圖形，便都可以加

入其他相連的部分，使所有的點依舊連成一條曲線。加上直線不會含曲線

部分，定義圖形的「極大曲線部分」意義不大，因為任何曲線的「極大曲

線部分」就只有它自己，研究曲線由哪些曲線組成，只會掉入邏輯的死胡

同！。 

用了「能與拉緊的繩子完全重疊」作為直線的定義之後，曲線的極大

直線部分是良定義的。透過實作檢測，學生很容易就可找到曲線中的（極

 V W X Y Z 
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大）直線部分，不存在歧義。若學生把圖 11 的（極大）直線部分填上顏色，

他們應以不同的顏色來表示不同的（極大）直線部分，即如圖 12 所示，當

中以不同粗幼的實線表示各個（極大）直線部分，以虛線表示非直線部分。 

 

圖 12 

題型四：觀察一圖形，找出它有多少個（極大）直線部分 

處理這類題目手法，與題型三的大致相同。由於 V 本身就是直線，所

以它的極大直線部分就只有它自己，即 V 有 1 個極大直線部分；X 完全不

含直線部分，即 X 有 0 個極大直線部分；Y 有 1 個極大直線部分；W 和 Z

就各有 4 個不同的極大直線部分。 

補充一點，擬題時，在「一筆畫」的情況下，不應提問圖形有多少個

曲線部分，原因正如上文提及的，曲線部分欠缺清楚定義。 

題型五：觀察一含有（極大）直線部分的圖形，辨別它是否全由直線組成 

圖 13 

作答這類題目時，學生要先透過直線檢測法找出圖形中的（極大）直

線部分後，觀察圖形的各部分是否全由直線組成，得出 W 是全由直線組成

 V W X Y Z 

 

  W Y Z 
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的，Y 和 Z 有直線部分，卻不是全由直線組成的。 

一個圖形可以全由直線部分組成，當中每個直線部分都有清楚定義；

但不能說一個圖形由直線部分和曲線部分組成，因後者無法清楚定義。同

理，也不能說一個圖形全由曲線部分組成。 

值得注意的是，題型一至五的設問都是針對「圖形」，若把「圖形」改

為「英文字母」、「中文字」或「數字」都是可行的，但需留意「字」的不

同的寫法，會得出不同的答案。以數字「2」為例，常見的有圖 14.1 或圖

14.2 的寫法。因此，擬題時，必須附上「圖」，不可任由學生自行想像。 

 

圖 14.1 圖 14.2 

題型六：沿著哪些物件的邊，可畫出直線 

 

圖 15 

圖 15 中，直尺的四邊都可畫出直線，一元硬幣不可畫出直線，使用過

的橡皮擦的其中三邊可畫出直線。 
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題型七：設計一個全由直線組成的圖形 

 

圖 16 

不難發現，上述題目沒有規限直線的數量。如果要加設限制，也是可

以的，但必須以（極大）直線部分的角度來理解，否則爭議將持續存在。

以圖 16 為例，它由 10 條直線組成。更準確的說法，它由 10 個（極大）直

線部分組成。 

題型八：畫出指定數量的直線 

 

圖 17 

若題目要求學生畫出 2 條直線，又沒有特別指出該 2 條直線不可相交

的話，P、Q 和 R 都是可接受的答案。補充一點，評改這類題目時，由於無

法知道學生的作答過程，只要學生的答案能顯示出只有 2 個（極大）直線

部分都應接受。 

值得留意的是，以上各題型的問法，均是以直線為基礎，學生能以具

一般性的方法找出答案，沒多少爭議的空間。在曲線的情況下，也會提問

它有否有直線的部分，詳見附頁一。 

（以上是其中一個可接受的答案。） 

  P Q R 
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以下嘗試修改全港性系統評估的一些考題（圖 18：TSA2014-6M3-32，

TSA2014-6M4-31、圖 19：TSA2011-3M3-34、圖 2：TSA2013-3MC1-33），

以配合革新的方向。 

 

圖 18 

 

圖 19 
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在圖 18 中，選項 A、C、D 均能一筆畫出，只有選項 B 不能一筆畫出。

依上文題型一，可改成： 

列出： 

只有一條線的圖：         

答案：A，C，D 

在圖 19 中，(a)圖是全由直線組成，(b)圖有直線部分，卻不是全由直

線組成。依上文題型三，可改成： 

 

圖 20 

在圖 2 中，全部的圖形可分為三類，分別是完全不含直線部分的；全

由直線組成的；有直線部分，卻不是全由直線組成的。因此，可改成： 

列出： 

(a) 沒有直線的圖形：         

(b) 只由直線組成的圖形：：         

(c) 有直線，但不只由直線組成的圖形：         

答案：(a) A，C，E 

 (b) A，D 

 (c) B 

把下列兩個圖形的各個直線部分，分別填上不同的顏色。 

 答案： 

(以不同粗幼的實線表示需要填色的部分) 
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結語 

直線和曲線看似簡單，卻包含了不少學問。本文以一筆畫來定義一條

線是最易明的。直線和曲線的重要性和難易度並不對等，由於直線是淺易

的，學習應以直線為基礎，以貫徹「由直測曲」的數學思維方式。 
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附頁一 
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