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從 𝑎: 𝑏 與 
𝑎

𝑏
 說起 

 

楊鳳興 

香港真光中學 

某次數學科會與同事們一起討論一條公開試題。 

設  x 及  y 均為非零的數。若  032  yx ，則   )2(:)3( yxyx  

（HKEAA，2005） 

其中一個解答如下： 

 yx 32   = 0  

∴ 
y

x
 = 

2

3
 

 )2(:)3( yxyx   

= )2 (:)3 ( 
y

x

y

x
 

= )2 
2

3
(:)3 

2

3
(   

= 
2

7
  :  

2

9
 

= 7  :  9  

倘若同學給出以下的答案，老師們會接納嗎？ 

 )2(:)3( yxyx   

= 
2

3





y

x

y
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= 
2

2

3

3
2

3





 

= 
7

9
 

= 7  :  9  
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表面看來，兩者差異似乎不太，只是後者用了 
b

a
b:a    這個式子。

然而 
b

a
ba :  成立嗎？筆者參考坊間數本教科書對這個式子的處理，留意

到它出現在「比」這個課題中三個不同層面，包括比的定義、比的性質及

化簡，和例題。 

在定義上，有一本教科書把「比」定義為： 

對兩個同類的數量 a 和 b， a 比 b 為 
b

a
baba : ，其中 b ≠ 0。（數

學探知，2009） 

有些則以 ba :  與 
b

a
 為「比」的兩種表達方法。好像： 

比是同類量的比較。a 比 b 可表示為 ba :  或 
b

a
 （其中 a ≠ 0 及 b ≠ 0）。

（初中數學新探索，2013） 

雖然大部份課本未見 
b

a
ba :  出現在比的定義，但是在別處，包括

註解等，仍有兩本利用 
b

a
ba :  去解釋 abba ::  ，其中一本寫法如下： 

在一般情況下： abba ::  ，例如：
3

2
3:2  ，而 

2

3
2:3  。（數學與生活，

2016） 

此外，在闡釋比的性質時，除了一本採用以下寫法： 

若 a、b 和 m 都是非零的數，由於 
b

a
ba : ，

bm

am

b

a
  和 

m

b
m

a

b

a
 ，故可

得出 bmamba ::   及 
m

b

m

a
ba ::  。（數學新思維，2014） 
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別的教科書均避開使用 
b

a
ba : ，選擇以文字解釋，好像： 

由於 ba :  可寫作分數 
b

a
，因此把兩個量同時乘以或除以同一個非零數

時，所得的比會保持不變。（新世代數學，2016） 

即使教科書作者對 ba :  與 
b

a
 是否相等莫衷一是，以下例子卻屢見

不鮮。 

考慮 12:4  這個比。 

3:1
3

1

12

4
12:4   

∴ 12:4  和 3:1  這兩個比相等。（新世代數學，2016） 

最後，姑勿論教科書對 
b

a
ba :  的看法如何，無一例外地在例題上

也會以 
b

a
ba :  為解題技巧之一，或視作問題的另解，甚至刻意提醒讀

者須先以分數形式表示比，再進行化簡，像以下兩個例子： 

例題 5(b)，化簡下列各比。 

 0.75 m : 40 cm 

= 75 cm : 40 cm 

= 75 : 40 

= 
40

75
 

= 
8

15
 

= 15 : 8 

（初中數學新探索，2013） 
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例題 1.5 的另解 

 10 : 5 

= 
5

10
 

= 
1

2
 

= 2 : 1 

（數學高效學習，2015） 

從上文可見，教科書對 
b

a
ba :  的處理頗為含糊，可是在一些關鍵時

刻又似乎不得不拿出來作為工具使用。筆者以為 ba :  與 
b

a
 相等與否這

個疑問源自於用來表達除法、分數和比的符號在歷史上產生多重理解有

關。符號學創始人之一的索緒爾（Ferdinand de Saussure）提出符號是由符

號具（signifier）和符號義（signified）組成。符號具是符號的形象，可由

我們的感官感知，而符號義則是符號的指涉概念，同一個文化內，會有大

致相同的概念。誠然最理想的符號結構是一義一符，可是「」、「」和「：」

在發展上卻發生了「一符多義」和「一義多符」的情況。尤其是「」和「：」，

它們在用法上不單沒有達成統一的協定，甚至被美國數學史家卡喬里

（Florian Cajori）形容它們為「兩個完全以政治邊界劃分的符號」。（Cajori，

1993） 

先說分數符號，分數概念很早便出現，用來記錄它的符號也五花八門。

直至十二世紀阿拉伯數學家哈薩爾（al-Hassâr）想出一個簡便的方法來表

示分數，就是將分母寫在一條水平短線的下方，把分子寫在線的上方，這

便是現在通用的分數線。至於除法符號，由於除法是乘法的逆運算，人類

亦很早掌握了除法的技巧。萊昂納多（Leonardo of Pisa）不單把阿拉伯的

分數線推廣，更把除法和分數概念扣在一起。而「」作為除法符號來運用，

始於瑞士數學家拉恩（Johann Heinrich Rahn）於 1659 年撰寫的《Teutsche 

Algebra》，故它被稱為 Rahn's notation，為英美數學界普遍採用。「：」也一

度作為除法的代表，最早可追溯到 1631 年英國數學家奧特雷德（William 

Oughtred），可惜並未受注意。雖然 1633 年出版的《Johnson Arithmetik; In two 

Books》一書曾以「：」表示分數，但作者並未賦予它除法的意義。直至
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1684 年萊布尼茲（Gottfried Wilhelm Leibniz）發表了《Acta Eruditorum》，

以「：」表示除法漸漸為他人所接受。在沃爾夫（Christian Wolf）的影響

下，德法兩國亦相繼採用。然而卡喬里（Cajori，1993）指出「」和「：」

在當時未為世界通用，「」作為除法符號只為英國、受英國統治的國家和

美國接納，而歐洲大陸及拉丁語系國家則採用「：」。這種涇渭分明式以政

治邊界劃分的符號運用取態造就了英國天文學家文森特（Vincent Wing）賦

予「：」另一個意義的機會。十七世紀中期，他分別在《Urania practica》

(1651)、《Logistica astronomica》(1656)、《Doctrina spherical》(1655) 和 

《Doctrina theorica》(1655) 四本書中以「：」表達比的關係式。此舉改變

了奧特雷德及一些數學家以往用「」表示比的習慣，加上萊布尼茲認為比

本身已包含了除的意思，故歐洲大陸一貫以「：」表達除法與比。故此「：」

得到英美和歐洲大陸普遍接受。可是一些學者如傑克（Samuel Jeake）等以

為，比與除法或分數不盡相同。比可涉及兩個有理數、有理數與無理數，

以致兩個無理數之間的關係，而分數涉及的只是有理數的問題。因此他們

提出以不同符號標示兩者。再者根據法國數學家安德烈（Désiré André）的

觀察，「：」的左右對稱特徵，作為不對稱的除法運算符號，具有一定誤導

性。因此到了二十世紀，已越來越少用「：」來表達除法。1923 年在 National 

Committee on Mathematical Requirements 更提出，「」和「：」作為除法

符號在商業上非扮演著重要的角色，考慮到數學，特別是代數的需要，應

更多地使用分數形式及其符號“＂去表達代數式。 

由此可見，因為除法、分數和比在歷史上一度被認為是相通（甚至是

相同）的概念，所以形成了代表它們的符號出現多重意義。雖然比與分數

之間關係密切，但我們仍可嘗試找出相異的地方。台灣劉秋木（2004）引

S. Ohlsson（1998），指出分數的數學建構有四種，包括商函數、有理數、

合成函數和二元向量。分數最基本的數學性質是兩個數之間除的關係，因

此 c
b

a
  可視作一個由 a  和 b  對應 c  的函數，稱作商函數。

b

a
 也可

表示一個對象（object）或代表商函數的一個不變值。就好像 
3

2
、

6

4
 和 

15

10
。從有理數的定義看，都代表相同的值。

b

a
 亦可被視為一個合成函數。

好比存在一個實數 x  乘以 
b

a
，可看作將 x  增加 a  倍，再縮小 b  倍。
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最後，
b

a
 也可以是二元向量。以直線的斜度為例，斜率公式 

12

12

xx

yy




 既可

指出高度與寬度之間的比較關係，亦可用來表達直線的方向。 

另一邊廂，台灣柳芳宛（2010）則嘗試追溯今人如何建構比的概念。

當中 Lamon（1995）提出比是用來表示任意兩個數量 a  和 b  之間的一

種關係。然而關係可以是多元的。既可是函數的對應關係 )(afb  ，亦可

以是比較關係。故 Ohlsson（1998）進一步提出比是一個數量相對於另一

數量大小關係數值的表示方法。在兩種不同比較數量的運算－通過減法求

出絕對差量，或除法求出兩量間的倍數中，Thompson（1994）明確表示比

是以除法運算來進行比較，即是說比是兩個數以倍數關係比較的結果，其

常見的表示方法有 ba : 、
b

a
、 ba /  和 a  to b  等。 

那麼 ba :  和 
b

a
 除了是兩種不同表示法，還可以怎樣連繫起來？根

據台灣林碧珍（2006），我們可把 
b

a
 稱為比值，是比的量化結果，即 ba :  

的比值為 
b

a
。如班上有男生 21 人和女生 16 人，則班上男女生的比是 

16:21 ，其比值為 
16

21
。進一步來說，比值 

b

a
 可有三種不同的詮釋。第

一種， ba :  的比值為 
b

a
，代表這是前項除以後項的結果。其次，

b

a
 代表

一個單位的 b  對應到 
b

a
 個單位的 a。最後，由於 1::

b

a
ba  ，當後項

為 1 時，前項 
b

a
 即為 ba :  的比值。由此可見，

b

a
ba :  的較佳寫法應

該 是 1  ::
b

a
ba  。 故 此 ， 香 港 教 科 書 的 例 子 該 改 寫 為 

8 : 151 : 
8

15
1  :  

40

75
40 : 75  。需要特別注意的是，當一個分數被視為比值

時，其分數加減法則亦會隨之改變。設 A 班有男生 21 人和女生 16 人，則

班上男女生的比是 21：16，其比值是 
16

21
。若 B 班有 13 個男生和 21 位女

生，那麼這班男女生的比是 13：21，其比值是 
21

13
。兩班合併，男女生的
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比變成（21+13）：（16+21）= 34：37，其比值是 
37

34

2116

1321





。這不單有

異於一般分數加法 
336

649

2116

16132121

21

13

16

21





 ，在分數的範疇內，更

被視為錯誤的計算方式。 

總括來說，從思考 
b

a
ba :  是否成立開始，筆者走了一躺數學符號歷

史之旅，看見分數、除法和比在意義上的接近，和在政治形勢下，以致產

生出一符多義和一義多符的情況。從文獻可見，
b

a
 與 ba :  不單是比的兩

種不同的表示法，更可構成一個 1::
b

a
ba   的關係式。倘若本文能引起一

點點好奇心，或許接下來可追問的是在不同環境下該如何輪流使用冒號或

分數形式去突出比的特性呢？ 
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