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思維實驗──長方體展開圖教學設計之旅 
 

汪滌塵 
香港普通話研習社科技創意小學 

馮振業 
香港教育學院數學與資訊科技學系 

黃美真 
中華基督教會基法小學（油塘） 

引言 
前線教師於課堂上遇到的教學問題多不勝數，坊間為教師提供的教學

設計未必能滿足每個課堂的需要。教師若要解決自己課堂中遇到的困難，

必須轉變（用戶）角色，成為教學設計的開發者。弗賴登塔爾指出教師可

以藉著一種思維實驗的手段發展數學教育。教師將自己或者教科書作者的

設計，在內心教給學生。事先演繹他們可能出現的反應，然後將設計置於

課堂測試、分析。最後，在分析結果的基礎上又開始新的設計與測試。教

學發展的過程必須是研究與實踐的交替。（Freudenthal，1991／劉、楊等譯，

1999） 

思維實驗分為兩個部分。第一部分，設計者從學生的眼光去面對所設

計的教學活動，推測他們可能出現的反應，預測教學設計的成效與不足。

第二部分則是將設計帶入課堂檢測，分析預測成功或失敗的原因，與此同

時更真實、更深入地了解學生的需要，作為後續改良教學設計的依據。

Streefland（1993）形容，思維實驗是設計者從學生角度出發，捕捉教學設

計精準度的一種手段。交替的猜想與檢測，正是整個教學設計不斷修善的

過程。德國學者 Wittmann（1984，1995，2001）也指出，數學教育研究的

重要成果，應是一套套小心設計，建基於基本理論，並經充分實踐檢驗的

教學單元。 

數學化教學團隊，正是以這種思維實驗的手法設計和改良教學。歷年

來，團隊針對數學教學普遍存在的難點，推出了不少成功可行的教學設計

（馮，2010），受到教師們的歡迎。本文以長方體展開圖教學設計為例，介

紹設計從誕生、受阻、改良、到最後步入成熟所經歷的思維實驗過程，為
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教師們著手自行設計教學提供參考。 

教學構想與理念 
教育的發展來自變革的需要。培育學生的空間想像力是正方體及長方

體展開圖的主要教學目的之一。然而，過往許多教師的經驗顯示，普通的

教學設計只是安排學生將教材提供的紙樣摺回成立體，雖用了許多教學時

間，但教學效果卻令人失望。學生只顧著摺紙而沒有思考平面圖形與立體

圖形的關係，空間想像力並未得到很好的培育。空間想像力需要在動腦猜

想和動手操作的反覆驗證中形成。因此，我們需要設計一些活動，令學生

既動手、又動腦，讓思維不停地在平面圖形（紙樣）與立體圖形之間來回

跳動，以達到訓練空間想像力的目的。葉嘉慧的正方體展開圖教學設計正

是一個成功的教學方案（馮、葉，2004）。早前，幾位筆者在討論正方體展

開圖的教學時，都想把教學延伸到另一個可以達致上述要求的探索題材─

─「長、闊、高不同的長方體展開圖數量的探究」。它在培育學生空間想像

力之餘，更可以讓學生嘗試用動態的眼光看待平面和立體圖形。 

長、闊、高不同的長方體的六個面，分別由 3 對不同的長方形構成。

學生在探究長方體展開圖的數量時，除了要考慮六個面的哪些組合款式能

摺合成立體圖形外，還要考慮三對長方形的不同排列方法，實在複雜。然

而，若能以一種動態的眼光看待長方體與正方體——將長方體看作是被調

整了邊長的正方體，求長方體展開圖的數量便可有系統地完成，克服了數

量大所帶來的困難。 

這種眼光之下，任何長方體都可以通過調整長、闊、高的長度而回歸

到正方體。反之，正方體亦可通過調整邊長，成為任一指定的長方體。它

們的展開圖亦是如此。任一長方體展開圖透過調整邊長，都可回歸到我們

熟悉的十一款正方體展開圖的其中之一。求長方體展開圖，只需求每一款

正方體展開圖，對應多少種長方體展開圖便可。 

 
圖 一 
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解決這個問題，可先任意鎖定一款正方體展開圖中的一個正方形，對

應長方體展開圖中三個不同的長方形 A、B、C，透過調整其邊長可得 6 種

款式（三個不同的長方形橫放及縱放）。而一旦確定了展開圖其中一個面的

擺放方式，剩餘的五個面便隨之確定，無第二種擺放可能。因此，每一個

正方體展開圖最多可對應成 6 款長、闊、高不同的長方體展開圖。圖二以

正方體展開圖的其中一款為例，其它十款可參考附錄一。 

 
圖 二 

至此，我們便可推測長方體展開圖最多可能有 66 款。接下來，則需要

將十一款正方體展開圖一一驗證。驗證途中可發現：由於其中 4 款正方體

展開圖具有旋轉對稱的性質，所對應的 6 款長方體展開圖中有 3 款重複出

現（可見附錄一：四聯方 1–4、2–3，三聯方 3–0，二聯方）。因此，長、闊、

高不同的長方體，總共有展開圖 6 × 7 + 3 × 4 = 54 款。 

此探究活動可以令學生有目標地研究長方體六個面的擺放位置，以及

摺合成長方體時的各個面的拼合情況，並能發現正方體與長方體以及它們

的展開圖之間的關係。這些內涵豐富的活動必能令學生在數學思想和空間

思考能力上獲益良多。 

失敗與改良 
只要有變革的需要，思維實驗就會發生。（Freudenthal，1991／劉、楊

等譯，1999） 

以上解題的思路只是一種從成人角度出發的良好願望，要搬入課堂，

則需進行思維實驗，將探索活動想像成從學生的眼前開始，猜想他們在老
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師引導之下，可以怎樣將數學知識再創造出來。 

剛開始進行思維實驗時，由於設計者對學生在該課題的表現了解較

少，因此對學生行為的估計也較為粗疏。初次試驗，筆者們只是按照前文

探究流程初步設計了一個教學框架。由於擔心學生在調整正方體展開圖各

條邊長成長方體展開圖時，會因空間想像力不足而造成繪畫的困難，我們

為學生提供了兩人一套的 A、B、C 三對長方形卡片（圖三：可組成一個長、

闊、高不同的長方體），作為他們畫圖思考時的輔助工具。及至課堂後期，

會鼓勵學生逐漸脫離它們，純粹在腦中構作圖形。 

初次將教學設計搬入課堂實驗，大部分學生都能掌握探究的主脈絡，

亦能接受以動態的眼光看待長方體和正方體。但在學生製作長方體展開圖

多個活動中，學生表現的差異極大，顯示教學設計的不足。 

設計者雖已預測到學生會存在空間想像力不足的困難，但仍不能掌握

學生空間想像力的確實水平，結果只有部分能力較高的學生懂得使用所提

供的長方形卡片。這些學生學會了探究思路之餘，更自行發現部分正方體

展開圖對應的長方體展開圖，會出現重複的現象。然而，也有不少能力較

弱的學生，在課堂後期還未掌握長方體展開圖的拼接條件。圖三就是他們

的一種典型拼接錯誤： 

 
圖 三 

除了在拼接方面的困難外，教師在與學生討論如何窮盡十一款正方體

展開圖所對應的所有長方體展開圖時，有部分學生儘管能夠聽懂老師講解

的方法，但到他們自己做時，仍舊是漫無目的地亂拼一通。另一方面，學

生比我們想像中的更依賴卡片，直到課堂結束時，大部分學生都未有信心

直接在腦中操作。學生的表現是出乎意料的，但任何設計都必須經歷這樣

的一個過程。只有在實踐中感受學生的學習困難，揣摩其形成的原因，捕

捉他們的課堂需要，才能令設計帶出預期的效果。 
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經分析後，初次試驗的教學設計主要遇到了以下兩方面的阻礙。第一，

學生之前利用正方形拼板拼砌正方體時，可以不受邊長的限制而任意擺

放，以至後來從正方體展開圖過渡至長方體展開圖的探究時，未及察覺後

者因邊長的轉變而帶來拼接的限制。第二，在拼接長方體展開圖上存在的

困難，直接影響部分學生在活動時，無暇思考窮盡所有展開圖的方法。因

此，在活動總結時，學生難以與教師產生共鳴。  

為了解決以上問題，課堂的步伐必須調慢一些。在進行探究長方體展

開圖的數量之前，我們添加了一個準備活動——學生透過隨意拼砌找出多

款長、闊、高不同的長方體展開圖，目的是訓練學生拼砌和繪畫長方體展

開圖的能力。老師將展開圖與立體本身互相對應後，再通過示範，讓學生

清楚長方體展開圖中六個長方形間的拼接條件。接著讓學生兩人一組實際

操作和互相檢驗。掌握了拼砌長方體展開圖的基本能力，再進行展開圖數

量的探究，學生則有餘力進行高層次的思維活動了。 

初次試驗遇到的困難，令我們體會到凡需要進行高層次的空間關係討

論前，我們必須讓學生先具備較具體的活動經驗或感受。只有這樣，才能

幫助學生較容易參與思考和討論。我們還留意到，在討論具有旋轉對稱的

正方體展開圖只有三款對應的長方體展開圖之前，也應該先讓所有學生都

有以下發現：把對應同一款正方體展開圖的六款長方體展開圖旋轉半圈

後，可看到部分長方體展開圖有重複的可能。我們由對應六款長方體展開

圖開始，先引導學生推測是否全部的正方體展開圖都可對應 6 款長方體展

開圖，然後教師假裝隨意地選擇一款具有旋轉對稱性質的正方體展開圖，

讓學生調整邊長得出所有長方體展開圖，並發現 6 款展開圖中有重複的情

況，再透過討論，探究其中的原因。這樣處理，不但令學生印象深刻，更

可訓練他們的思考能力。這樣的有針對性的、由淺入深的探究活動，可令

學生如同爬樓梯一般，一步一個階段地穩步前進。而課堂差異也能得到縮

小和控制。 

課堂實驗的過程一方面驗證了設計者之前的猜想是否合理，而實驗後

的分析也幫助教師反思自己的教學行為。思維實驗，有助培養設計者（教

師）對學生的觸覺，提高其教學執行能力和分析能力。之後再遇到類似的

教學問題，教師對學生反應的掌握便會更準確。（馮，2010；汪，2011） 
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骨架方案改良後，課堂效率就成為前線教師的關注點。一方面，課堂

教學時間非常寶貴。另一方面，我們需要盡量減少干擾課堂的不必要元素，

以令學生能夠簡單直接地思考課堂最主要的部分。因此，我們在一些細節

上下了功夫，將那些無關學生數學思考、解題技能培養等方面的要求放到

最低。具體如下： 

1.  改良教具。老師在展示時，教具的使用力圖簡單、快速、清晰。我

們放大了七套長方形卡片，並於背面貼上軟磁鐵，以供教師貼在黑

板上操作、演示。  

2.  改良學具。我們按照老師所要求的尺寸在卡片上添加網格，使學生

將長方體、卡片、繪畫圖形三者對應（圖四、圖五），以減少學生

繪畫長方形的困擾。  

         
 圖 四 圖 五 

3.  要求學生為長方體展開圖的每一個長方形標號，方便在課堂上溝

通。  

4.  凡遇到對應同一款的正方體展開圖的不同的長方體展開圖，要求學

生的擺放方向一致，方便師生判斷有否重複，減少不必要的時間浪

費。  

5.  以正方體展開圖的經驗來看，學生對展開圖的檢驗（是否成立？有

否重複？）直接影響課堂進行速度的快慢。長方體展開圖的數量比

正方體展開圖的數量多，圖形也更複雜，因此學生的檢驗必須做得

很好才能夠保證教學能在預計時間中完成。我們要求學生在方格紙

上先畫好長方體展開圖，然後剪下來由另一個同學驗證和檢查，再
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貼在工作紙上，有了這樣的步驟，學生犯重複或不成立的錯誤機會

就少了很多，課堂效率也自然會提高一些。  

6.  減少學生與老師溝通的困難，更仔細斟酌關鍵語言，令問題更直接

地呈現在學生面前。 

上述有關教學設計的每一個決定，都是經過反覆斟酌而得出的。設計者

們的一些想法，剛開始時也未能肯定是否真的有效。例如，在討論細節 4
時，筆者們也曾擔心拼、畫、剪、驗、貼的過程步驟太多、操作複雜，學

生難以應付。因此，我們找了年齡相若的孩子加以實驗，以此推測想法是

否適用於課堂操作。 

再試驗改良後的劇本 
經過第一輪實驗的分析後，重新佈置的教學設計，是從學生的角度出

發而更改的，因此更能貼近學生的需要。其後我們在另一所學校進行了第

二輪實驗。這次教學，由於有了細緻的佈局，課堂的發展、學生的反應基

本都在我們的預料中進行，教學成效得到很大的提高。 

課堂剛開始，教師引導學生著重觀察長方體三對不同的面在拼接時需

要注意的事項，通過分析反例的方式，讓學生思考長方體展開圖中各長方

形間的拼接條件。觀察所見，學生在準備活動（活動一：找出不同的長方

體展開圖）中，長方形邊與邊的拼接錯誤甚少出現。此外，學生在一邊盡

可能找出更多的長方體展開圖的同時，一邊已對長方體展開圖與正方體展

開圖之間的關係有了更進一步的瞭解。很多學生已留意到對應同一款正方

體展開圖，簡單變化三種長方形的排列方式，便會產生新的一款長方體展

開圖。這些經驗，無疑為後續尋找長方體展開圖的數量奠定了基礎。 

掌握繪畫長方體展開圖的技巧後，學生在活動二（窮盡同一款正方體

展開圖對應的所有長方體展開圖）中的表現就更出色了。許多學生在找出

了第六款長方體展開圖後便自行停下，且肯定沒有第七款出現。有學生在

課堂中解釋： 

「（此款正方體展開圖）中間的四連方，最多可調整成以下六種不同的

長方形排列方式。且因為確定了中間四連方所拼砌的長方形種類，剩下

的兩個位置肯定沒有其他選擇。因此此款正方體展開圖最多可對應六款
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不同的長方體展開圖。」（如圖六） 

  

  

 
圖 六 

簡單來說，學生們發現了此款正方體展開圖中的四連方，調整邊長後

將成為長方體的四個側面，即是兩對間隔排列的長方形，窮盡三種長方形

的排列方式，共可得六款對應的長方體展開圖。這個方法與前文所提到的

「鎖定其中一塊」的技巧，本質上是一樣的。不少同學在之後的活動都運

用這種方法，一邊做一邊嘴裡念著字母組合，窮盡所有款式。結果顯示，

全班有近四分之三的學生能夠找齊教師所要求的長方體展開圖。可見學生

在活動中的關注點已從「如何拼砌長方體展開圖」轉移到「如何窮盡長方

體展開圖」這個更高層次的問題之上。更令教師欣喜的是，隨著活動的進

行，使用長方形卡片輔助思考的學生人數也逐漸減少，課堂最後有多過三

分之二的學生能純粹在腦中構作長方體展開圖。 

以上跡象表明改良後的教學設計成功可行。反思原因，改良後的教學
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流程具備以下特點： 

一. 針對難點，建立學生自己操作的實踐經驗後，才進行高層次的討論； 

二. 待學生都差不多知曉探究的奧秘後，才將解難的關鍵引爆，有效地

照顧學習差異；  

三. 將重點更為直接和明顯地呈現在學生面前，令大部份學生有切身經

驗和體會。 

課後，教師請學生回家自行探究有兩個面是正方形的長方體展開圖的

數量。學生積極作答，不少學生回答正確，且思路清晰（詳見附錄二）。可

見學生的空間想像力，以及總體的數學解難能力，都有所提高。 

從只有一個大概的框架入手，經過改良，最後形成較為成熟的設計，

這整個過程實非容易。在這個長方體展開圖數量探究的教學設計旅途中，

三位筆者不停地進行思維實驗，憑藉對學生的觸覺及經驗推測每個教學行

為對課堂發展的影響，經過前後不下十次地反覆更改才最終成形。正因為

如此仔細地佈置，才能令這些思維品質、能力背景各不相同的孩子，都能

順著課堂發展的軌跡穩步前進。 
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附錄一 正方體展開圖對應長方體展開圖 
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三聯方 2–1 
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三聯方 3–0 
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附錄二： 探究有兩個面是正方形的長方體展開圖數量（學生佳作） 

 


