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數學化教學：方向系統 

馮振業 

香港教育學院數社科技學系 

葉嘉慧、盧錦雄 

香港浸信會聯會小學 

緒論 
坐標系統是由認識和描述空間衍生的數學產物。在中學階段常見的坐

標系統包括（平面和立體）直角坐標系統和極坐標系統，還有在地理科會

碰到的球面經緯坐標系統。不論是上述哪一種系統，都離不開方向或距離

的描述。 

方向的描述，離不開角的概念。極坐標系統中的極角、航海用的方位

角、經線和緯線的定義，無不建基於角的認識。即使運用直角坐標系統，

坐標軸的關係仍舊逃不過以（直）角來表達。 

從數學化觀點看，方向系統不及坐標系統精密，因前者只可指示方向，

不能確定位置。然而，精密的系統往往較為複雜，所需的知識亦較多。因

此，坐標系統只在中學階段引入，在小學階段就只有方向系統這個較簡陋

的數學產物。 

和其他度量課題一樣，角的量度必須有個單位。除了天馬行空的自訂

單位之外，在小學階段碰到的第一個角的公認單位就是直角。透過把一周

角等分四份，我們便得到直角 —— 一個相當粗疏的量度單位。在未有掌

握比一個直角更精細的角的單位之前，只能進行相對粗疏的方向指示，即

小學二年級的四個主要方向。隨著更精細的角的單位的出現，方向指示理

應可以做得更精確些。然而，新課程把以「度」量度角的部分移走了，使

直角變成小學課程內，角的唯一單位。換言之，在小五把四個主要方向改

良為八個方向的工程上，我們不能用「45° 角」，卻要用「半個直角」。無

論如何，由四個主要方向的「東」、「南」、「西」、「北」，走向八個方向的「東」、

「東南」、「南」、「西南」、「西」、「西北」、「北」、「東北」，是體現了數學化

觀點下，數學產物由粗疏邁向精密的演變過程。 
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本文旨在報告我們以數學化觀點，設計和施行小二四個主要方向的教

學的一些思路和實踐觀察。 

引出主體內容 

數學化教學設計的其中一項重要特質，就是主體內容必須遵循由無到

有，由粗疏變精密的推演過程（馮，2004，2007）。在小二四個主要方向的

教學裏，學生大概已在生活經驗中，形成了「前後左右」作為慣用的方向

指示系統。因此，要學生學習一個新的系統，必先讓他們看清原有系統的

不足之處，並說明新系統如何突破這一點不足。 

「前後左右」和「東南西北」兩個方向指示系統的根本分別，在於前

者只適用於「前」方是一個可清楚定義，收發訊息的雙方都可有相同了解

的環境。例如，人、車、小狗的前方都是可清楚定義的；紙杯、樹、海星

的前方便不是容易清楚定義的。又例如，遠方有人傳你下列訊息，要你確

定弦樂手的坐位編排，恐怕誤會在所難免： 

1. 音樂室有四張依圖一放置的椅子，供小提琴手、中提琴手、大提琴手、

低音提琴手坐下來練習之用 

 

 

 

圖 一 

2. 小提琴手坐在大提琴手的前方 

3. 中提琴手坐在小提琴手的左方 

4. 中提琴手坐在低音提琴手的前方 

依照上述資料，可以畫出下列坐位表（圖二）： 
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圖 二 

這裏大提琴手就坐在低音提琴手的右方。 

可是，不在現場的你，並不清楚椅子的面向，自然也不能確定下列情

況（圖三）會否出現： 

 

 

 

圖 三 

這裏大提琴手就坐在低音提琴手的左方！ 

上述例子說明了為甚麼「前後左右」這個方向指示系統一般只供生活

應用，而且通常只用於收發訊息的雙方共處的細小的範圍。 

相反地，「東南西北」這個方向指示系統，在地球上大部分地方均可使

用，不必局限於收發訊息的雙方共處的細小的範圍。例如，不論我們身在

何方，也不論一位身在尖沙嘴海旁的朋友面向何方，都可以告訴他（她）

灣仔就在他（她）的南方。 

從應用的角度看，「前後左右」系統的前方要透過相關個體的面向局部

地確定，不同的個體會有不同的前方。當前方確定了，其餘的可輕易按個

體的面向找出。反觀「東南西北」系統，卻需依賴一些科學知識去確定四

個方向的其中之一，其餘的才可依固定數學程序求得。例如，以日出和日

落確定東方和西方、以指南針確定南方和北方，都屬常用的定向方法。有

了東、南、西、北其中之一，便可由順時針旋轉一至三個直角，確定其餘

的三個方向。 

中提琴手 小提琴手 

低音提琴手 大提琴手 

低音提琴手 大提琴手 

中提琴手 小提琴手 

相向而坐 相向而坐 
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觀察點的轉移 
觀察點的爭抝，在「前後左右」系統算是歷久不衰，時常聽聞教師為

下列問題（及其衍生的其他問題）爭論不休。 

(a) 圖四中的小樹在凳子的哪一方？ 

 

圖 四 

(b) 圖五中的小樹在女孩的哪一方？ 

 

圖 五 

毫無疑問，(a) 的答案是左方。考慮到凳子本身沒有容許「前」、「後」、

「左」、「右」可以準確地定義的特徵，觀察者別無他途，只有把自己的方

向系統，加於圖片上，得出「左」方這個答案。 

反觀 (b)，由於女孩本身有清楚的「前」、「後」、「左」、「右」方向，矛

盾便產生了。到底是用觀察者的「前」、「後」、「左」、「右」，加於圖片上，

還是用女孩本身的「前」、「後」、「左」、「右」？前者得出的答案與 (a) 一

致，後者卻是不同的。有一種說法認為面對可定義「前」、「後」、「左」、「右」

的個體，應優先考慮，在別無其他方向系統可用的情況下，才可把觀察者
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的「前」、「後」、「左」、「右」，加於圖片之上。由此原則引伸的答案應是右

方，而非 (a) 的左方。驟眼看來，引進這原則，好像消解了矛盾。然而，

當我們把女孩放在凳子之上（圖六），我們是否願意說：「小樹在凳子的左

方，同時小樹在女孩的右方」？如果從上空觀察（圖七），以 A 點代表小樹

的位置，以 B 點代表女孩和凳子的位置，我們便好像說：「A 在 B 的右方及

左方」！ 

 

 

圖 六 圖 七 

生活上使用的「前後左右」系統所衍生的亂子還不止此。前面說的「在

別無其他方向系統可用的情況下，才可把觀察者的『前』、『後』、『左』、『右』，

加於圖片之上」的原則，有時也會產生變異。例如我們會說「圖八的凳子

在小樹的前方，女孩在小樹的右方」，顯然又不是直接把觀察者的「前後左

右」系統平移至圖片上。這樣的說法，只有在觀察者倒立於小樹的位置，

面向凳子，才會出現！ 

 

圖 八 

在「東南西北」方向系統內，個體 A 處於個體 B 的方向，壓根兒不受

觀察者的位置和面向影響。如果「A 在 B 的北方」是對的，則不論面向，

A B 
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對 A 和 B，以至任何其他觀察者 C 而言，「A 在 B 的北方」都是正確的說法。

上述存在於「前後左右」系統的混亂，在此可算絕跡。因此，「東南西北」

方向系統並沒有「前後左右」方向系統的先天缺陷，自然是嚴謹溝通的更

佳選擇。 

斜視圖 

要運用「東南西北」方向系統，在圖畫中顯示方向，必須加入方向指

示。最常見的，是在圖畫中加入一個「十」字，並標明「北」方。這個「十」

字，是由兩條互相垂直的直線（段）組成，用以顯示四個主要方向。在俯

視圖上（圖九），這做法簡潔清晰，不會引起疑惑。 

  

圖 九 圖 十 

可是，有時碰到的是斜視圖，方向標示便產生了變化：那個「十」字

上的兩條直線（段）看起來不再是互相垂直（圖十）！這種現象，實為以

平面畫像表達立體物件的必然結果。施教時，應適當地說明兩者（俯視圖

和斜視圖）的分別。 

又有些時候，俯視圖上的物體，卻不依正常方法表達。例如圖十一的

A 點是一台火箭，B 點是火箭發射台。本來兩者的側面，是不會在俯視圖看

見的，但有時又有人把它們的側面刻意地顯示於俯視圖中（見圖十二）。除

了讓人（特別是兒童）看得更形象化之外，也得小心留意會否令人誤答火

箭頭的指向（向天還是向北？）之類的問題。 
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圖十一 圖十二 

骨架方案 
目前有些教材，引入「東、南、西、北」時均採用左右概念來說明，

當中出現：「志華面向太陽升起的方向，志華的右面是  方，左面是  方

（林、陳，2006，36 頁）」等句子。可是，部分學生對分辨左右也出現混

淆，那麼怎可把一項新知識建立在一個不穩固的知識基礎上呢？加上前述

有關「前、後、左、右」的一些先天缺陷，我們選擇以「順時針方向轉動」

的說法定義東南西北之間的關係，這樣只需學生知道鐘面上由 1 至 12出現

的順序方向便可。這樣的佈局令新系統完全獨立於舊系統，亦即可以把舊

的抹掉，以新的取而代之。從體會最初用容易產生混亂的前後左右指示系

統，到運用東南西北四個主要方向描述，再到同時使用距離及四個方向去

說明物件所在的位置，緊跟了數學化教學強調的主體內容遵循由無到有，

由粗疏變精密的推演過程的要求（馮，2007）。 

整個課題教學設計的骨架方案是這樣的： 

1. 帶出「前後左右」指示系統不足的地方。 

2. 教師講解四個主要方向的其中之一後，便可由順時針旋轉一至三個直

角，按東、南、西、北的順序，確定其餘的三個方向。 

3. 語言表述，用「甲在乙的東方」表示甲相對乙的方向，強調方向描述

必須包含兩個個體，不會出現「甲在東方」。 

4. 可用四句等價語句：「甲在乙的東方」、「乙在甲的西方」、「甲的西方是

乙」、「乙的東方是甲」，表示兩個個體之間的相對方向，亦可由任何一

句轉換成另一句式。 

北 

B 

A 
北 

A 

B 
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5. 用畫圖方法解決思考性的相對方向問題。 

6. 帶出要更準確表示物件的位置，就要同時使用方向及距離描述。 

7. 認識斜視圖和俯視圖之分別。 

要解答類似「甲在乙的東方，甲在丙的西方，丙在乙的哪一方？」的

問題，一般小二學生都需要以圖畫輔助，以便理解題意。學生要先設定北

方，然後考慮甲和乙可以怎樣放置，再根據所得圖畫回答問題。學生掌握

這種思考模式後，他們便可透過圖示方式解釋類似「甲的北方是乙，乙的

南方是丙，丙在甲的哪一方？」的問題的各種可能解答。 

教學實踐 
上述設計曾兩度於小二課堂試驗，效果理想。在引入這個課題前，先

與學生進行一個四人小組活動，每組需按老師指示，將一張綠色咭紙放在

白紙的正中央（圖十三），然後再將另一張橙色咭紙放在綠色咭紙的左面。

在這個讓學生體會前後左右指示系統不足的活動中，大部分學生都能說出

甲同學與乙同學的左方不同會引起爭論。其實，他們都有聽過「東南西北」，

也知道太陽是「東升西落」。不過，他們大部分都沒有完整概念，例如他們

知道從窗外看見太陽升起，這面是東方，見太陽走到另一面落下，那面就

是西方，但他們就不知道南方和北方在哪兒。由此帶出四個主要方向，不

只按照東南西北循環地順序出現，而且自任何一個方向順時針轉一個直

角，便會到達下一個方向。 

 

 

 

 

 

 

圖十三 

綠咭 
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透過一些要學生轉動身體面向各個方向的活動，讓學生感受到自己與

這四個方向的關係（以自己作為中心，那四個方向就在自己的四周），以及

學會從一個已知的方向，再確定出其餘三個主要方向。大部分學生經老師

的示範及給予的回饋後，均能掌握數學獨特的思考方法和語言運用。曾有

學生一邊手執工作紙（圖十四），一邊伸出手臂，然後順時針轉，逐一找出

答案。部分學生做另一份工作紙時（圖十五），又會用兩隻食指造成「十」

字，放在物件的中央，然後找出答案。 

 

圖十四 

 

圖十五 

部分學生會較難掌握「A 在 B 的北方」這種句式，所以必須強調以「的」

前的個體作觀察中心，並要求學生多讀出句子。最重要一點是提出不可說

成：「甲在東方」，在教學實踐中，有學生指出這是一句病句，並能指出這

句子應包含兩個個體，如：「甲在乙的東方」。從學生完成的工作紙（圖十

六）所見，學生都能運用四句等價語句，描述兩個個體之間的相對方向。 
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圖十六 

此外，從其中一份工作紙（圖十七）觀察所得，大部分學生能以正確

的圖示表達，並從而找出正確的答案，而在分組討論「A 在 B 的西方，C

在 B 的西方，A 在 C 的哪一方？」等問題時，學生能透過畫圖表達，解說

為何不能確定個體的放置方法。 

 

圖十七 

由於只用東南西北表示個體所在的方向，而沒有說明距離，因此不能

確定個體的位置。在課堂上，引入一個只知個體所在方向的情境，造成學
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生不肯定物件位置的疑惑，從而帶出要同時使用方向及距離，才能準確表

示個體的位置。 

在課堂上向學生展示圖九和圖十兩幅圖片，學生能說出圖九是從上空

拍攝，而圖十中那四隻布偶並沒有改變位置，只是從旁邊拍攝。他們也能

指出在俯視圖中，布偶中央的圖案是「十」字形，但在斜視圖中，那個「十」

字形將變成一個交叉，但卻不表示兩線相交成直角的事實有所改變。 

結語 
明眼的讀者會發現，這個單元的學習重點還包括認識及運用指南針。

由於運用指南針只是一個技能的學習，以及將之前所學的內容應用到實際

環境中，這部分被安排在這單元的後部分，實踐上比較獨立，亦不困難。

上述的教學內容佔了這個單元的首四節教學時間，整個教學流程都能運作

順暢，在教學時只需注意到，要讓學生有充份時間掌握那四句等價語句，

表示兩個個體之間的相對方向。這一點貫徹數學化教學的九個關注項目之

中，重視孕育適當數學語言一項，也是時常被忽略的一項。 

其實，要求學生有效地完成課本中的習作並不困難，我們所花的功夫

並不以此為最終目標。這個設計希望培養學生運用數學作為一門精確科學

的獨特的思考模式解決問題，並體驗數學化觀點下，由粗疏到精密的過程，

為將來學習一套較精密的八個主要方向留下伏筆。 
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