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分數和小數互化定理的推廣 
 

王劍 山東師範大學數學科學學院 

胡鍚娥 濟南中學 

筆者在 2007年第 24 期《數學教育》中曾經討論了一個分數和小數互

化定理的推廣。在本文中，筆者將對另一個分數和小數互化的定理進行推

廣，把它從 10 進制推廣到 n 進制的情形。 

首先考察定理的 10進制版本。 

定理 設 0 < a < b，(a , b) = 1。則 
b

a
 可以化為純循環小數的充要條件是 

(b , 10) = 1。 

以上定理討論的是 10 進制這一特殊的情形，考慮一般 n 進制的情形，

便得到下面的推廣定理。 

定理 設 0 < a < b，(a , b) = 1。則 
b

a
 可以化為 n 進制純循環小數的充要

條件是 (b , n) = 1。 

證明 「必要性」 

設 
b

a
 = 0.a1a2…ata1a2…at…，其中 a1、a2、…、at 祇要有一個不是零，

兩邊乘上 n t，得  

b

ant

 = a1n
 t−1 + a2n

 t−2 + … + nat−1 + at + 0.a1a2…ata1a2…at…。 

令 a1n
 t−1 + a2n

 t−2 + … + nat−1 + at = q，這就有 
b

ant

= q +
b

a
，即 

a(n t − 1) = bq，由 (a , b) = 1，知 b | (n t − 1)，於是 (b , n) = 1。 
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「充分性」 

設 (b , n) = 1，由歐拉定理，存在正整數 t，使得 n t ≡ 1 (mod b)。 

這就有 b | (n t − 1)a，即有 (*)：an t = bq + a。 

易知 0 < q = (n t − 1)
b

a
< (n t − 1)。 

於是令 q = a1n
 t−1 + a2n

 t−2 + … + nat−1 + at，其中 a1、a2、…、at 都是小

於 n 的非負整數，但不全是零，也不全是 n − 1。因此， tn

q
= 0.a1a2…at（n

進制小數），由 (*) 可以得到 (#)：
b

a
= 0.a1a2…at + tbn

a
，反覆應用 (#) 便

可得 
b

a
 = 0.a1a2…ata1a2…at…（n 進制小數），證畢。 
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