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萊布尼茲三角形 
 

鄭浩鈞、曾朗生、蔡靜怡、劉穎欣、馮栢軒、王華峰 

風采中學（教育評議會主辦） 

前言 

在許多數學書籍中，都提到古埃及的數學問題。其中，記載在蘭德紙

草書（Rhind Papyrus）中的一個問題是把一個分數分解成兩個單位分數之

和（Howard Eves, p.61; 1993），而單位分數就是指分子為 1，分母是自然數

的分數（柯召、孫琦；2003，頁 1）。單位分數由此進入我們研究的視線。

在參考了柯召、孫琦的《單位分數》後，我們把研究範圍縮小到由單位分

數構成的萊布尼茲三角形的構造和性質上，所謂萊布尼茲三角形是一個形

如楊輝三角的數型。那麼，萊布尼茲三角形和楊輝三角之間有什麽關聯？

它究竟如何構造？還能找到更多的關係式來表達它嗎？它又是否具備廣泛

的應用性呢？ 

為解決這些問題，本文首先利用楊輝三角中各數，定義一系列新的數

（其中 n 和 r 為非負整數），把這些數依序排列，便可構成萊布尼茲三角形。

其後，由定義出發，證明了萊布尼茲三角形各數之間一個簡單的關係式，

並由此引伸出一個應用於計算某些無窮級數和的猜想。此外，通過觀察，

我們發現了萊布尼茲三角形各數之間的一個新的關係式，文章對這一發現

做出了介紹和嚴格的證明。 

從楊輝三角談起 

現在讓我們從楊輝三角談起吧！楊輝三角又稱為帕斯卡三角（Pascal 

Triangle），是大家所熟悉的由一系列特定的數字按規律排列而成的三角形

態數型，如下圖所示（華羅庚；2003，頁 1 至 2）： 
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利用上述楊輝三角中各數，我們可以做如下的定義： 

定義 對於任意非負整數 n 和 r，定義 n
r
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把上述各單位分數依序排列成三角形形狀，立即可得： 
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萊布尼茲三角形（Leibniz Harmonic Triangle）（柯召、孫琦；2003，

頁 76） 
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根據定義，萊布尼茲三角形每一個數均為單位分數。同時，由於 n
0C  = 

n
nC  = 1，故有：

n
0L  = n

nL  = 
1

1
+n

，其中 n 為非負整數。 

構成萊布尼茲三角形的一個簡單關係式 
觀察萊布尼茲三角形，和楊輝三角不同的是，萊布尼茲三角形中每個

數均可由其左下和右下兩個數之和計算出來，換言之，當規定了萊布尼茲

三角形中最左側各數
n
0L  = 

1
1
+n

後，其餘各數便可由以下的公式計算出

來。 
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− −= ，其中 n 和 r 為任意自然數，且 r ≤ n。 
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∴ 左式 = 右式 

即 n
rL  = n

r
n
r 1

1
1 LL −

−
− − ，命題成立。 

考慮當 r = 1時，命題 1 所得公式可化為 nnn
0

1
01 LLL −= −

，若將其中的 n

分別取值為 1、2、3、4、…、n 時，便可得到以下各式： 
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將上列各等式相加，立即可得： 
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可以想像，隨著 n 值逐一加大，且公式
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把相應的數字代入上式可得： 
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類似地，根據命題 1， 
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把這個過程不斷重複下去，不難得到以下的猜想： 

猜想 K+++= ++−
−

211
1 LLLL n

r
n
r

n
r

n
r ，其中 n 及 r 為自然數，且 r ≤ n。 

一個新的命題 
在定下以萊布尼茲三角形為研究目標後，我們在研究它的結構的同

時，通過細心的觀察，發現萊布尼茲三角形各數之間一個新的關係式。下

面是我們的觀察及論證結果。 
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觀察 在萊布尼茲三角形裏，我們觀察到以下的一些關係式： 
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根據觀察所得的結果，我們提出以下的命題並加以證明。 
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∴ 左式 = 右式 

即 n
rL  = 1

10 LL −
−⋅⋅ n

r
nr ，命題成立。 

結論 
本專題研習的靈感源於古埃及的一個數學問題，由此引伸到由單位分

數構成的萊布尼茲三角形上。這是一個類似於楊輝三角並和楊輝三角有緊

密聯繋的數型，通過觀察和對兩者的比較，我們充分利用了嚴格的公式來

描述萊布尼茲三角形。公式化的處理有利於進行嚴格的證明，也容易導出

更多的猜想。我們就在這個基礎上開始考慮一個牽涉無窮級數和的一個猜

想，由於它的論證必然牽涉無窮級數的收斂性，我們暫時無法證明，取而

代之的是一個簡略的説明。 

總的來說，在整個研習過程中，我們發覺萊布尼茲三角形是一個相當

有趣的課題，相關的研究並不多見，但我們相信在本文建立的基礎和方向

上繼續深入地探討下去，應該會有更多的結果湧現。 
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