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構造圓求最大值和最小值 
 

姜瑩 
江蘇省泰州中學 

求最大值和最小值的方法較多，也各有特色，但構造法卻非常新穎。

本文主要談談如何構造圓以求解最大值和最小值問題，供師生參考。 

一、最大值問題 
例 1 已知x2 + y 2 = 25，求函數Z = 50685068 ++++− xyxy  的最大值

（2002 年全國數學奧林匹克高二競賽訓練題） 

分析：先 根 據 題 設 條 件 ， 將 函 數 寫 成 Z = 256822 +−++ xyyx  + 

256822 ++++ xyyx  = 2222 )4()3()4()3( ++++++− yxyx ，則Z可

以看成圓x2 + y 2 = 25 上的點P(x , y) 到這圓上兩定點B(3 , −4)，C(−3 , −4) 的

距離之和，當這個和為最大時，P點顯然在優弧的中點。 
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圖 1 

如圖，∠ABC = ∠ACB = α，∠ABP = ∠ACP = β，則AB = AC = 2R sin α， 
∴ AB + AC = 4R sin α，又PC = 2R sin(α + β)，PB = 2R sin(α − β)， 
∴ PB + PC = 2R [sin(α + β) + sin(α − β)] = 4R sin α cos β ≤ 4R sin α。 
當 β = 0 時，最後的不等式成為等式，這時有Zmax = 50582 +×  = 106  

注：當 β = 0 時，P(x , y) 與 A(0 , 5) 重合，這時 y = 5，x = 0。 
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二、最小值問題 
例 2 已知x、y、z為正數，且xyz(x + y + z) = 1。試求M = (x + y)( y + z) 的最

小值。 A 
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圖 2 

分析：由於 xyz(x + y + z) = 1 與三角形的面積公式（海倫公式）S = 
))()(( cPbPaPP −−− ，其中 P = 2

1 (a + b + c)，有相似之處，故不妨構造

一個圓外切三角形 ΔABC（如圖 2），切點分別為 D、E、F，使 BD = BF = x，

CD = CE = y，AE = AF = z，則有 x + y = a，y + z = b，z + x = c。 

∴ P = 2
1 (a + b + c) = x + y + z，P − a = z，P − b = x，P − c = y，從而由題設

xyz(x + y + z) = 1 得 S = )( zyxxyz ++  = 1。 

又，S = 2
1 ab sin C = 2

1 (x + y)( y + z) sin C = 1，但sin C ≤ 1， 

∴ (x + y)( y + z) = Csin
2

 ≥ 2，故M = (x + y)( y + z) 的最小值為 2，當且僅

當C = 90°，等號成立。 

三、最大（小）值問題 
例 3 已知x2 + y 2 + 5x ≤ 0，求Z = 3x + 4y的最大值和最小值。（2001 年欽州

巿高中數學競賽題） 

2
5−

x 

y 
 

 

 

 

圖 3 

87 



數學教育第二十二期 (6/2006) 

分析：由於x2 + y 2 + 5x = 0 經配方可轉化為 (x + 2
5 )2 + y 2 = ( 2

5 )2，顯然這是

圓心坐標為 (− 2
5  , 0)，半徑為 2

5  的一個圓。由此可知滿足x2 + y 2 + 5x ≤ 0

的點 (x , y) 在此圓內或圓上，又由Z = 3x + 4y變形得 44
3 Zxy +−= ，顯

然這是一個一次函數，其圖形斜率為 4
3−  的平行直線系，於是求解問題可

歸結為這組直線在上述區上平行移動時何時縱截距為最小。 

解  由圖可知，當直線與圓相切，運用  Δ = 0 可求Zmax 和Zmin ，將

44
3 Zxy +−=  代入圓方程x2 + y 2 + 5x = 0 中，化簡整理，得 25x2 + (80 − 

6Z)x + Z 2 = 0，∴ Δ = (80 − 6Z)2 − 100Z 2 = 0，整理得Z 2 + 15Z − 100 = 0， 
∴ Z1 = 5，Z2 = −20。∴ Zmax = 5，Zmin = −20。 

綜上所述，應用構造法求最大（小）值問題，關鍵在於根據題設及所

求題目的結構特徵去構造相適應的圖形求解即可。此法數形結合，直觀性

強，故便於理解，因此有必要一談。 

另外值得一提的是，我們還可以通過構造拋物線、雙曲線、橢圓求解

最大（小）值，現再舉幾例結束本文。 

例 4 求 y = 48234 22 +−++− xxxx  的最大值和最小值。 
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圖 4 

解 令 342 +− xx  = a， 482 2 +− xx  = b（a ≥ 0 , b ≥ 0），則b = −a + y，

2a2 − b2 = 2，建立a-O-b坐標系，則原題轉化為求直線b = −a + y與雙曲線 2a2 
− b2 = 2 在第I象限（含坐標軸）內有公共點時，直線在b軸上的截距。 

如圖，根據數形結合，不難看出y只有最小值，而無最大值。當直線過  

(1 , 0) 時，ymin = 1，故y = 48234 22 +−++− xxxx  的最小值等於 1。 
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例 5 已知一元二次方程x2 + 5mx + n = 0 的兩個根在一元二次方程x2 + 5mx 
+ 3n − 5 = 0 的兩根之間。求n的最大整數值。（2000 年全國數學奧林匹克初

三競賽訓練題） 

x 

y y1 

y2  

 

 

 

圖 5 

解 依題設可構造函數y1 = x2 + 5mx + n與x軸的交點在函數y2 = x2 + 5mx + 
3n − 5 與x軸的交點之間如圖所示。而y1與y2的開口方向、大小相同，且頂

點橫坐標均為 2
5m

− ，∴ 只須函數y1的頂點在函數y2的上方即可，故 

4
254

4
25)53(4 mnmn −

<
−− 22

 解得 n < 2
5

，∴ n的最大整數值是 2。 

例 6 求 y = 22 3942 xx −+−  的最大值和最小值。 
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圖 6 

解 令 ax =− 42 2 ， bx =− 239 （a ≥ 0，b ≥ 0），則b = −a + y，3a2 + 2b2 
= 6。建立a-O-b坐標系，則原題化為直線b = −a + y與橢圓 3a2 + 2b2 = 6 在第

I象限（包含坐標軸）內有公共點時，直線在b軸上的截距。如圖，根據數

形結合，不難求出，直線過 ( 2 , 0) 時，ymin = 2 ；直線與橢圓在第I象
限相切時，ymax = 5 。 
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附思考題 
1. 已知x2 + y 2 = 169，求 M = 33810243381024 ++++− xyxy  的最大

值和最小值（Mmax = 10 26 ，Mmin = 10） 

2. 求函數 f (x) = 11363 2424 +−−+−− xxxxx  的最大值。（最大值為 
10 ） 

3. 函數 y = 22 3223 xxxx −+++−  的最大值是 ________，最小值是 
________。（第 14 屆 03 年「希望杯」高二第 2 試）（最大值是 2 2 ，

最小值是 2） 

4. 函數 y = 8422 22 +−+++ xxxx  的最小值是 ________。（2000 年

河北省初中數學競賽題）（y 的最小值是 3 2 ） 

5. 函數 y = 1024 22 +−++ xxx  的最小值是（        ）。 
A. 2 5   B. 2 6   C. 17   D. 26  
（第 14 屆 03 年「希望杯」高二第 1 試）（選 D） 

6. 實數x、y滿足方程 (x + 2)2 + y 2 = 1，則 2x − y的最大值等於 _______。

（第 10 屆 99 年「希望杯」高二第 1 試）（ 54 +− ） 
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