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構造行列式解「牛頓公牛吃草問題」 
 

于志雄、朱靜 
江蘇省泰州外國語學校 

英國著名的數學家、物理學家、哲學家，人類屈指可數的大科學家之

一 —— 牛頓（Newton，1642 − 1727）在他的數學著作《廣義算術》（1707
年出版）中，曾記載下面一個史稱「牛頓公牛吃草」的問題： 

題 1 有三片牧場，場上的草是一樣的密，而且長得一樣快。它們的面積

分別是 3 3
1

 公頃、10 公頃和 24 公頃。第一片牧場飼養 12 頭牛可以維持

4 個星期；第二片牧場飼養 21 頭牛可以維持 9 個星期。問在第三片牧場上

飼養多少牛恰好可以維持 18 個星期？ 

這道世界名題的解法眾多，今運用「三元齊次線性方程組有非零解的

充要條件是它的係數行列式為零」的定理，對其進行巧思妙解。 

解 設每公頃原有草 x 千克，每星期每公頃生長新草 y 千克，第三片牧場

可飼養 z 頭牛，每頭牛每星期吃草 a 千克，則依題意，得： 
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這是一個以 x、y、a 為未知數的三元齊次線性方程組，因為它有非零

解，所以係數行列式 D = 
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 = 0。 

展開，得 z = 36。即在第三片牧場上飼養 36 頭牛，恰好可以維持 18
個星期。 

「牛頓公牛吃草問題」影響十分廣泛，在中考和中小學數學競賽中，

常常以各種變換形式出現，例如 1987 年全國部分省、巿初中數學通訊賽試

卷中有如下一道試題： 
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題 2 有一片牧場，草每天都在均速地生長（草每天增長的量相等），如果

放牧 24 頭牛，則 6 天吃完牧草；如果放牧 21 頭牛，則 8 天吃完牧草，設

每頭牛每天吃草的量相等，求： 

(1) 如果放牧 16 頭牛，幾天可以吃完牧草？ 
(2) 要使牧草永遠吃不完，至多放牧幾頭牛？ 

解 (1)  設這片牧場原有草量為 a，每天生長的草量為 b，每頭牛每天吃草

量為 c，16 頭牛在 x 天內可以吃完牧草，則依題意，得： 
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這是一個關於 a、b、c 為未知數的三元齊次線性方程組，因為它有非

零解，所係數行列式 D = 
xx 161
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 = 0。展開，得 x = 18。 

(2) 設至多放牧 y 頭牛，牧草才永遠吃不完，那麼 cy ≤ b，∴ y ≤ c
b

，

即 y ≤ 12。 

注：由第二個方程減去第一個方程，得 2b = 24c，∴ b = 12c， c
b

 = 12。 

「牛頓公牛吃草」問題還有如下的推廣： 

題 3 a頭母牛將b塊地上的牧草在c天內吃完；a1頭母牛將b1塊地上的牧草

在c1天內吃完；a2頭母牛將b2塊地上的牧草在c2天內吃完。假設每塊地上原

有草量相同，每塊地上每日長草量相同，每頭母牛每日吃草量相同，試求a、

b、c、a1、b1、c1、a2、b2、c2 這 9 個數的關係。 

解 設每塊地原有牧草量為 x，每塊地每日長草量為 y，每頭牛每日吃草量

為 z，則有  
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這是一個關於 x、y、z 為未知數的三元齊次線性方程組，因為它有非

零解，所係數行列式 D = 
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 = 0。 

展開，即得b1bc2a2(c1 − c) = b2cc1(ab1 − ba1) + c2b2(bc1a1 − b1ca)。 

「牛頓公牛吃草」問題還以「抽水」問題出現在各類中考及數學競賽

中，現舉兩例說明： 

題 4 有一水池，池底有泉水不斷湧出，要將滿池的水抽乾，用 12 台泵需

5 小時，用 10 台泵需 7 小時，問要在 2 小時內抽乾，至少需要幾台水泵？

（2003 年慶陽巿中考題） 

解 設開始抽水時，滿池水的水量為 x，泉水每小時湧出的水量為 y，每台

水泵每小時抽水量為 z，2 小時抽乾滿池的水需要 n 台水泵，則依題意，得 
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這是一個關於 x、y、z 為未知數的三元齊次線性方程組，因為它有非

零解，所係數行列式 D = 
n221
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 = 0。展開，得 n = 22.5。 

而由題設知，n > 22.5（n 為正整數），所以 n = 23。可見至少需要 23
台水泵，才能在 2 小時內抽乾。 

題 5 江堤邊一洼地發生了管湧，江水不斷地湧出，假定每分鐘湧出的水

量相等，如果用兩台抽水機抽水，40 分鐘可抽光；如果用 4 台機抽水，16
分鐘可抽光。如果要在 10 分鐘內抽完水，那麼至少需要抽水機幾台？（1999
年全國初中數學競賽題） 

解 設開始抽水前管湧已經湧出的水量為 a 立方米，管湧每分鐘湧出的水

量為 b 立方米，每台水泵每分鐘可抽水為 c 立方米（c ≠ 0），由此再設 x 台
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抽水機抽空需 t 分鐘，則依題意， 
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這是一個關於 a、b、c 為未知數的三元齊次線性方程組，因為它有非

零解，所係數行列式 D = 
xtt −
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 = 0。 

Q t ≤ 10，∴ 23
160
−x  ≤ 10，解之得 x ≥ 6。所以如果要在 10 分鐘內抽

完水，至少需要抽水機 6 台。 

綜上所述，應用上述定理解「牛頓公牛吃草」問題及其變式「抽水」

問題，其關鍵在於，首先根據應用問題的題列出三個未知數的三元線性方

程組，然後再根據方程組有非零解，列出三階行列式，最後展開三階行列

式求得結果，此法新穎別緻，富有規律，值得介紹。 

附練習題 
1. 一個水池底部有水不斷湧出。2 台抽水機 40 小時抽乾，4 台抽水機 16

小時抽乾。要在 10 小時內抽完，至少要多少台抽水機？（答：6 台） 

2. 設牧場的青草長速度同。如果 70 頭牛 20 天吃完原有的草和生長起來

的草，如果 30 頭牛 60 天能吃完，問多少頭牛 96 天吃完。（答：23 頭

牛） 

3. 在一滿水池中，池底有泉總能均勻地向外湧流，已知用 24 部 A 型抽水

機 6 天可抽乾池水，若用 21 部 A 型抽水機 8 天可抽乾池水。設每部抽

水機位時間的抽水量相同。要使這一池水永抽不乾，則至多用多少部

A 型抽水機抽水？（1997 年第八屆「希望」盃全國數學邀請賽初一第

二試題）（答：12） 

聯絡地址：江蘇省泰州巿森南新村 15 楝 103 室（郵遞編號：225300） 
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