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能從頂、棱和面的數目確定多面體的形狀嗎？ 
 

胡韻芝 
香港教育學院全日制學生 

由一道小學數學考題說起 
以下是某小學的數學考試題目： 

7 個頂、12 條棱和 7 個面的立體圖形是甚麼？ 

相信大部份學生都會答六角錐，這顯然是教師心目中的標準答案。但

在仔細考究下，原來具備 7 個頂、12 條棱和 7 個面的多面體不只有六角錐

一種，還有其他的可能性。 

 

 

 

 
 

圖一：六角錐 

現在舉出幾個滿足上述頂、棱、面數的多面體，它們都不是六角錐！ 

 

 

 

 

 

圖 二 圖 三 圖 四 
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上述三個多面體都滿足考題中 7 個頂、12 條棱和 7 個面的條件，可見

考題答案絕對不只六角錐一個類別。換言之，答「六角錐」不能算正確，

答「不能確定」更應拿個滿分！這問題的提出，源於錯誤地假設了以下命

題的真確性： 

命題 1 「一個多面體是六角錐當且僅當它的棱數為 12、頂數和面數都是

7。」 

從上述例子得知，單從頂、棱和面的數目，一般是不能確定多面體是

否屬於一個錐體。 

類似的題目亦出現於教材之中，例如《今日互動數學 — 六年級上學

期 A 冊》補充課業部份，第五課第 10 題是這樣的：「子聰用竹籤 14 枝和泥

膠 8 粒做了一個立體圖形支架，你知道是甚麼立體圖形嗎？（教師用書答

案是：七角錐體。）」（教育出版社，2002）由於頂、棱和面數分別是 8、14

和 8 的立體圖形，不只有七角錐一種（圖五就是其中一個例子），這樣的習

題只會鼓勵學生揣摩老師意志，置嚴謹辯證於次要地位，不利數學能力的

培養。 

 

 

 

 

 

圖 五 圖 六 

有教師也許會辯說，圖二至圖五皆非學生懂得命名的立體圖形。這點

倒沒有錯，但總不能讓學生誤以為不懂得命名的立體圖形都不必考慮！如

果我們把討論範圍收窄至只包括學生懂得命名的類別（即錐體和柱體），則

又不應在同頁第 14 題的答案欄中見到圖六的立體圖形。這樣的習作設計，

可算是只許擬題者放火（引用錐體和柱體以外的例子），卻不許答題者點燈

（想到錐體和柱體以外的情況）。 

82 



EduMath 20 (6/2005) 

另一點值得注意的，是從「已知頂、棱和面的數目，問立體圖形是甚

麼」改為「給出若干竹籤和泥膠，問可架出甚麼立體圖形」的微妙變化。

前者棱長可以隨意，後者由實物出發，竹籤的長短對結果是有影響的。例

如，圖七正好說明 12 支等長的竹籤，是不能架出六角錐的。雖然給定竹籤

和泥膠的數量，表面上只指定了頂數和棱數，對面數並無規範，但是如果

確定了多面體的虧格數（genus）
(*)

，面數便隨即確定。 

 

 

 

 

圖 七 

在使用教材之前，仔細分析是不可或缺的，否則誤己誤人。 

頂數、棱數和面數的疑惑 
上述兩個多面體的題目引伸出一個很重要的疑問，「在甚麼情況下，才

可從頂、棱和面數來確定多面體的類別﹖」。為探討這問題，下文將會舉出

不同的例子及證明以作說明。 

(1) 錐體和柱體的頂、棱、面數會相同嗎？ 
為尋找相同頂、棱和面數的多面體，我們可以嘗試繪圖或製作模型，

如上述兩個題目，以試誤方法先構作多個頂數相同的多面體，再逐一配對

相同的棱數及面數。但試誤法比較費時，其實我們可先列舉下表來考慮角

錐及角柱的頂、棱和面的數目完全相同的可能性。同時間，我們亦能知道

若該立體圖形局限於角錐體及角柱體的，是否可以單從頂、棱和面的數目

確定類別。 

                                           
(*) 簡略而言，一個多面體的虧格數是指它含有貫穿整個立體的「隧道」（即穿孔）的

數量。歐拉定理指出以下連繫多面體的頂數（v）、棱數（e）和面數（f）的關係：

v – e + f = 2 − 2g，其中g為多面體的虧格數。當我們考慮無孔或凸多面體時，g = 0，

便得出常見的v – e + f = 2，詳細解說可參看江（2003）或Cromwell（1997）。 
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設 n 及 m 分別為角錐及角柱底面中角的數目，當中 n、m 為大於 2 的

整數。 

 頂 數 棱 數 面 數 

n 角錐 n + 1 2n n + 1 

m 角柱 2m 3m m + 2 

解聯立方程 ，得出 m = 2，n = 3。 
⎩
⎨
⎧

+=+
=+

21
21
mn

mn

由於不存在二角柱，因此角錐和角柱的頂、棱、面數完全相同的情況

不會存在。換言之，在作圖配對錐體的頂、棱和面數時，我們不必考慮柱

體圖形。同樣地，配對柱體，亦不必考慮錐體。另一方面，若問題局限於

角錐及角柱，答案是必能單從角錐或角柱的頂、棱和面數目來確定類別的。 

(2) 特殊情況：三角錐 
其實，單從頂、棱和面的數目，一般不能確定多面體的類別。然而，

在非常特殊的情況下，還是有可能的，三角錐就是其中一個。以下是有關

這個特殊情況的推敲。 

下列四命題等價： 

命題 2 一個多面體是三角錐。 

命題 3 一個多面體的頂數為 4。 

命題 4 一個多面體的棱數為 6。 

命題 5 一個多面體的面數為 4。 

現在我們為命題二至五等價作出簡單的推論： 

由命題 3 推論命題 2 已知頂數為 4，其中任意 3 個（相異非共線的）頂唯

一地定義為一個平面 P，第 4 個頂必在此平面 P 外，否則不構成立體。由

於每頂最少連接 3 條棱，故必構成三角錐。 
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由命題 4 推論命題 3 已知棱數為 6，任何多面體每棱必連接 2 頂，以棱數

頂，共 6 × 2 = 12 次，但每頂最少被數 3 次，故頂數 ≤ 3
12

 = 4，但頂數

不足 4 不構成立體，所以確知頂數為 4。 

均

成。以面數棱，共 4 × 3 = 12 次，但每棱被數 2 次，故棱數 = 

由命題 5 推論命題 4 已知面數為 4，每面最多只能與另外 3 面相鄰，即最

多由 3 棱圍成。另一方面，這也是圍成每面的最少棱數。因此，每面 由

3 棱圍 2
12

 = 

6。 

由命題 2 推論命題 5 直接驗得。 

是一個非常特殊的情況，只要頂、棱、面數輕

 

(3) 

以上結果顯示，單由頂數為 4、棱數為 6、面數為 4 的其中之一，已可

確定多面體是三角錐。而它

微增加，推論已見困難。

特殊情況﹕四角錐 
四角錐的頂數是 5，但頂數是 5 的多面體卻不一定是四角錐（圖八）；

面數是 5 的多面體，除了四角錐，還有三角柱。奇怪的是，棱數為 8 的多

面體就只有四角錐！這點可透過以棱數面及以面數棱得知：由 數為 8，

以棱數面共數 16 次。但每面最少被數 3 次，因此，面數 ≤ 

於棱

3  < 6。面

數為 4 則多面體必為三角錐（棱數為 6），故不可能，剩下面數為 5 一個可

能。再以面數棱，即把 16 分成 5 正整數之和，且每項不小於 3（因每面最

少由 3 棱圍成）。滿足條件的只有 3 + 3 + 3 + 3 + 4 = 16，即其中一面為四邊

16

形，其餘皆為三角形，這樣的多面體就只有四角錐了。 

 

圖 八 圖 九 
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五角錐的頂、棱、面數分別是 6、10、6，三角柱與它頂數相同；圖九

的多面體與它棱數相同；圖八的多面體與它面數相同。換言之，單考慮頂、

棱、面數其中任何一項，都不能確定多面體是五角錐。可以想像，隨著頂、

棱、面數的增加，以它們唯一地確定立體圖形類別的前景越見渺茫。前面

提到，在六角錐的情況，甚至全用三數均無法確定圖形。 

柱體類別的確定 
至於柱體，亦同樣不能單從頂、棱及面數來確定類別，以下是其中一

個例子。 

頂數 = 12 棱數 = 18 面數 = 8 

 

 

 

 

圖十：六角柱 圖十一：截角四面體 

由於柱體有兩個平行面而其餘各個面都是四邊形，多面體的棱長是構

作平行面最關鍵條件，因此只提供立體的頂、棱及面數，而忽略棱長，將

無法確定它為柱體類別。圖十二及十三正好說明此點，由於圖十三的其中

一棱的長度改變，致使上、下底不再平行，破壞了柱體的屬性。因此任何

柱體絕不能單從頂、棱及面數來確定類別。 

頂數 = 9 棱數 = 6 面數 = 5 

 

 

 

 

圖十二：三角柱 圖十三 
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結語 
總括而言，我們只要略為作圖說明，便直接得出不能單從頂、棱及面

數來確定多面體屬柱體類別。這是由於柱體的任一頂點只要被輕微移動，

其屬性必遭破壞。這已是柱體不能單從頂、棱及面數來確定的簡潔證明。 

反觀錐體，尖頂的輕微移動，不會改變其錐體的屬性。即使是底部頂

點的輕微移動，只要不離開錐體的底，其錐體屬性也不會改變。這亦解釋

了為何需要較多的推論及分析，才能確立在某些特殊情況下，可以單從頂、

棱及面數來確定多面體屬錐體類別。 

本文在香港教育學院數學系講師馮振業博士指導下完成，謹此致謝。 
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