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一個數學問題的開放設計(*) 

 
傅海倫 

山東師範大學數學系 
 

長期以來，數學教學總是強調它的邏輯性、演繹性、封閉性。自從 70
年代日本數學教育家提出「開放性問題」（open-ended problem）以來，在

國際數學教育界引起了廣泛的重視。數學開放題已成為世界性的數學教育

焦點，與之適應的「開放性」教學（open approach teaching）也成為世界性

的數學新的發展趨勢。1998 年國際數學教育委員會在韓國召開的第一屆東

亞國際數學教育大會上，集中討論的課題之一就是數學教學的「開放性」。 

「開放性」教學之所以成為國內外數學教育界的熱門話題，究其原因

在於這種嶄新的教學方法是著力培養學生分析問題和解決問的多方面活動

能力和數學思維能力，讓學生能夠按各自的目的，不同的選擇，不同的能

力，不同的興趣選擇不同的教學並得到發展。本文以一道數學題為例，通

過解法的開放、結論的開放和條件的開放性設計，說明如何進行開放性的

教學。 

例：如圖 (1) 所示，D、E、F 分別是 ΔABC 邊 BC、CA、AB 上的點，

且 DC = 3
1 BC，EA = 3

1 CA，FB = 3
1

                                                

AB，AD 交 BE 於 P，BE 交 CF 於 Q，

CF 交 AD 於 R，已知 ΔABC 的面積為 7，求 ΔPQR 的面積。 
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圖 (1) 
 

(*) 作者按： 本文為數學天元青年基金和教育部青年專項課題資助專案

（NO.EHA010449）的成果之一。 
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解析：此題常見的解法是平面幾何方法，但需要添加輔助線，計算十

分複雜。下面通過幾種特殊的開放性設計，以說明如何進行數學開放性教

學： 

一、利用仿射變換 
根據兩個三角形面積之比是仿射變換不變數。所以我們要討論一般三

角形的性質涉及仿射性質，可以考慮特殊的三角形（等邊三角形），證明特

殊情況成立，然後由仿射不變性而廣到一般的三角形。 

1. 開放性教學設計 
如圖 (2)，等邊三角形A1BB1C1，D1C1 = B1B C1/3，E1A1 = C1A1/3，F1BB1 = 

A1B1B /3，A1D1交BB1E1於P1，B1B E1交C1F1於Q1，C1F1交A1D1於R1。 

A1 

B1 C1 D1 

E1 

F1 

Q1 

P1 

R1 1 

2 

 

 

 

 

 

圖 (2) 

由平面幾何知識， ΔA1BB1E1 ≅ ΔB1B C1F1，∠1 = ∠2，因為 ∠C1R1D1 = 
∠F1BB1C1 = 60°，所以 ΔR1C1D1 ~ ΔB1B C1F1，又在 ΔBB1C1F1中，設B1B C1 = a，
由餘弦定理，得C1F1

2 = BB1C1
2 + B1B F1

2 − 2 ⋅ BB1C1 ⋅ B1B F1 cos 60°，即C1F1
2 = 

272121011212
939239 2 aaaaaaaa =−=⋅⋅⋅−+  

所以  = C
111111

: FCBDCR SS ΔΔ 1D1
2 : C1F1

2  
  = 2

9
7

9
1 : aa   =  1 : 7 2

因為 
111111 3

1
CBAFCB SS ΔΔ = ，所以 

111111 21
1

CBADCR SS ΔΔ = 。 

同理，
111111111 21

1
CBABFQFCP SSS ΔΔΔ == 。所以  

111 RQPSΔ

  = 
111 RQPSΔ 111111111111111111111

)( BFQAEPDCRBAEADCFCBCBA SSSSSSS ΔΔΔΔΔΔΔ +++++−  
  = 

111111111 7
1

CBACBACBA SSS ΔΔΔ +−  
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  = 
1117

1
CBASΔ  

同樣可以由三對對應點確定唯一的仿射變換T，在仿射變換下，使等邊

三角形A1BB1C1與 ΔABC對應，三角形面積之比是仿射變換下的不變數。所

以，SΔPQR : SΔABC = 1 : 7，由SΔABC = 7，故SΔPQR = 1，即 ΔPQR的面積是 1。 

以上證明還可以得出SΔRCD : SΔABC = 1 : 21。 

2. 教學方法的開放 
(1) 中學幾何中沒有引入仿射變的概念，但所涉及的很多圖形的性

質，如共線點、共點線、線段中點、平行線段數量比、面積關係、二次曲

線的漸近線、切線、……等，有些是仿射性質，有些則是與仿射有關的性

質，我們可以利用仿射變換的知識來處理有關初等幾何的問題。 

(2) 等邊三角形、等腰三角形在仿射變換下變為一般的三角形，我們

也可以推廣：正方形、矩形變為平行四邊形；等腰梯形變為一般梯形。如

果我們要討論的一般圖形的性質涉及仿射性質，可以反過來考慮其特殊圖

形，證明特殊情況成立，然後由仿射不變性而推廣到一般。 

3. 結論的開放 
(1) 當D、E、F各等分點同時分各邊成分數比，即若BD : DC = CE : EA 

= AF : FB = m : n時，則有結論：SΔPQR : SΔABC = (m − n)2 : (m2 + mn + n2)。 

( 2 )  當 D 、 E 、 F 各 分 點 分 別 分 各 邊 為 一 定 比 時 ，  
如當BD : DC = m，CE : EA = n，AF : FB = t時，則有結論：SΔPQR : SΔABC  
= (1 − mnt)2 : (1 + m + mn)(1 + n + nt)。 

二、利用物理學中的質量分佈理 
眾所周知，數學在物理學中的應用十分廣泛。物理學的發展往往需要

借助於數學工具，物理學原理也往往應用數學的公理、定理、公式、法則

等來闡述或證明；另一方面，物理學的革命往往推動數學的發展，物理在

數學中的應用應該受到重視，特別是數學的開放性教學，在思索和處理數

學問題時，若能借助於物理原型的啟發，利用一些物理性質幫助分析，就

有可能構思山富有創造性的解法，從而培養學生綜合運用相關學科知識的

能力。 
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質量分佈原理是物理學中的基礎原理，在物理學中有著十分廣泛的應

用。對於敨多數學問題，如果應用這個原理進行分析，可以很好地把握住

問題的本質，也可構造出極富創造性的解法，從而巧妙地解決問題。 

1. 開放性教學設計 
這裏我們借助這樣的一個物理原型：視 ΔABC 為有質量的三角形，它

的三頂點就是三個質點，令其質量分佈分別為 A：1 克；B：2 克；C：4 克，

則點 F 為線段 AB 的重心，其質量為 1 + 2 = 3 克，點 D 為線段 BC 的重心，

質量為 2 + 4 = 6 克，而 ΔABC 的重心必在線段 CF 上，又在線段 AD 上，

故其交點 R 一定是 ΔABC 的重心，質量為 1 + 2 = 4 = 7 克。 

根據物理質量分佈與杠杆平衡原理，有：AR = 6RD。 

又易知 ΔACD的面積為 ΔABC面積的 3
1 ，所以，SΔACR = ( 7

6
3
1 × ) SΔABC  

= 2。同理可得，SΔABP = SΔCBQ = 2，故SΔPQR = SΔABC − SΔACR − SΔABP − SΔCBQ  
= 7 − 2 − 2 − 2 = 1。 

2. 教學方法的開放 
受此問題方法的啟發，我們突破慣用的方法，在許多數學的定理教學

中，自覺地嘗試運用物理的有關原理，會得出一些奇妙的證明方法。順便

舉幾個開放性例證。 

開放 1：三角形的重心定理 
平面幾何中三角形重心定理的教學，就應該突破純數學的方法推導、

證明。其實，它更適合應用物理學的原理來讓學生理解重心的概念，從而

掌握重心定理的實質。上例啟示我們用質量分佈原理進行證明： 
 A（m 克）

B（m 克） C（m 克） D（2m 克）

E F 

（3m 克）
G 

 
 
 
 
 
 

圖 (3) 
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如圖 (3)，可將 ΔABC 看作為質量三角形，它的三個頂點就是三個質

點。只要將 A、B、C 三點的質量分佈均為 m 克，則 D 為 BC 重心，質量為

2m 克， E 為 AC 重心，質量為 2m 克，F 為 AB 重心，質量為 2m 克。三中

線 AD、BE、CF 相交於一點 G，G 為 ΔABC 的重心，質量為 3m 克，所以

有 AG : GD = BG : GE = CG : GF = 2 : 1。 

開放 2：三角形的內心定理 
對於三角形內角平分線定理：只要將 ΔABC 按如圖分佈質量：A：a

克，B：b 克，C：c 克（a、b、c 分別為 BC、AC、AB 三邊長度值），則可

以證明 ΔABC 三內角平分線相交於一點，如圖 (4)。 
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M 
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F 

圖 (4) 圖 (5) 

開放 3：三角形的垂心定理 
對於三角形的三高定理：只要將 ΔABC按如圖分佈量：A：tan A克，B：

tan B克，C：tan C克（A、B、C分別為 ΔABC三銳角值），則可證明 ΔABC
三高線相交於一點，如圖 (5)。 

可以說，「開放性」教學也為當前我國數學教育研究的一個新的增長

點。數學開放題的教，不僅僅是知識獲得的過程，能力提高的過程，也是

學生綜合素質和科學素質的形成過程以及人文精神不斷昇華的過程。中國

在「一題多變」、「一題多解」的開放性教學中已有許多好的傳統，廣大教

師就當在此基礎上深入挖掘數學方法及其教育思想，不斷提高對開放性數

學問題教學的認識，使之不斷滿足教育改革的需要。 
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